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Telah dilakukan verifikasi hasil perkalian vektor dalam ruang tiga
dimensi dengan notasi indeks yang melibatkan delta kronecker dan
simbol Levi-Civita.  Hasil kajian menunjukkan bahwa Hasil
perkalian vektor dalam notasi indeks dengan memanfaatkan delta
kronecker dan simbol Levi-Civita sama dengan hasil perkalian
vektor dengan metode pengurain komponen vektor. Hanya saja,
dengan menggunakan notasi indeks memberikan formulasi yang
lebih ringkas, konsisten, dan umum, serta mampu menyederhanakan
manipulasi matematis pada operasi vektor. Pendekatan ini
diharapkan dapat menjadi alternatif representasi matematis yang
efektif dalam pembelajaran.
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1. PENDAHULUAN
Vektor merupakan entitas matematis yang dicirikan oleh besar dan arah, serta memiliki peranan
yang sangat mendasar dalam perumusan hukum-hukum fisika. Berbagai besaran fisis, seperti perpindahan ¥,

-

kecepatan ¥, momentum 7, dan gaya F, secara alami direpresentasikan sebagai vektor. Dalam kajian
elektromagnetisme, medan listrik £ dan medan magnet B juga merupakan medan vektor yang memenuhi
persamaan Maxwell. Dengan menggunakan vektor, hukum-hukum fisika dapat diformulasikan secara ringkas
dan invariant terhadap perubahan sistem koordinat, sehingga memudahkan analisis fenomena fisis secara
umum [1,2,6].
Dalam sistem koordinat Kartesius tiga dimensi, suatu vektor (AT) dapat dinyatakan sebagai
A=Ad+AJ+ Ak ()
dengan A,, 4,, dan A, disebut komponen vektor A, sedangkan 1,, dan k disebut vektor satuan (vektor basis).
Representasi komponen ini merupakan bentuk yang paling umum digunakan dalam literatur fisika dan
matematika terapan karena kesederhanaannya dalam perhitungan analitik maupun numerik [1,3,5].
Persamaan (1) dapat ditulis dalam bentuk
A= Y1 Aie (2)
dan secara umum, notasi ini dapat diperluas untuk ruang berdimensi nnn dengan indeks yang berjalan dari 1
hingga nnn. Bentuk representasi ini berlaku untuk berbagai sistem koordinat, di mana perbedaan antar sistem
hanya terletak pada komponen vektor dan basis yang digunakan. Penulisan vektor dalam bentuk perkalian
komponen dan basis seperti pada persamaan (2) dapat dibuat lebih singkat dengan menghapus tanda notasi
sigma
A=A 3
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yang dikenal sebagai notasi penjumlahan Einstein. Dalam notasi ini, setiap indeks yang muncul berulang
secara implisit dijumlahkan. Indeks tersebut bersifat dummy dan dapat diganti dengan simbol lain tanpa
mengubah makna fisik persamaan [4,8,9]..

Perkalian antara dua vektor atau lebih dibedakan menjadi dua jenis utama, yaitu perkalian skalar
(dot product) dan perkalian silang (cross product). Perkalian skalar dua vektor Adan B didefinisikan sebagai
/T-§=|/T||§|cosa 4)
dengan a adalah sudut apit antara vektor A dan B. Persamaan (4) dapat dihitung dengan cara mengalikan
setiap komponen vektor A dan B sebagaimana persamaan (1)
A-B = (Ai+Ayj+Ak)- (Bi+B,j+B,k)
= AB, (D) + AB, (- )) + AB,(1-k) + AyB,(G- D) + A,B, (- )) + A,B,(j - k)
+A,B(k-t)+A,B,(k-j)+ A,B,(k-k)

~

Perkalian titik dari dua vektor basis memenuhi i-1=j-j=k-k =1,sedangkani-j=j-k=k-i=-
k-j=1i-k=0,sehingga persamaan (5) menjadi

5
i

A-B=A.B,+A,B,+A,B,
Sementara itu, perkalian silang dua vektor Adan B didefinisikan sebagai
A x B = |A||B|sina (6)

yang menghasilkan sebuah vektor baru yang arahnya tegak lurus terhadap bidang yang dibentuk oleh A dan
B. Dengan menggunakan basis Kartesius, operasi ini dapat dievaluasi melalui komponen-komponen vektor
Ax B = (Aci+ Ayf + A,k) x (B,i + B,j + B,k)

= A,B, (I x 1)+ A,B,(I X)) + AB,({ x k) + AyB,(G X D) + A,B,(j x J) + A,B,(j % k)

+ A,B(kx 1)+ A,B,(kxj)+A,B,(k xk)

(7)
karena perkalian silang dari dua vektor basis memenuhi i x i =jxj=kxk=0,ixj=k, jxk=1kx
i=jjxi=~k, kxj=-1iixk=—j, maka persamaan (7) menjadi

AxB = (AyB,—A,B,)i + (A,Bx — AB,)j + (AB, — A,B,)k
Meskipun metode berbasis komponen ini sangat umum digunakan, pendekatan tersebut memiliki
keterbatasan. Perhitungan sering menjadi panjang dan kurang efisien, khususnya untuk ekspresi yang
melibatkan banyak vektor atau operasi berulang. Selain itu, ketergantungan yang kuat pada sistem koordinat
tertentu dapat menyamarkan sifat geometrik dan simetri fisis dari permasalahan yang dikaji [3,5]..
Dengan menggunakan notasi indeks, hasil kali titik dua buah vektor pada persamaan (5) ditulis
dengan
1, i=j
ei'ef:‘sif:{o, i #J
8;; disebut delta Kronecker yang berperan sebagai operator identitas dalam ruang vektor dan bersifat simetris.
Sehingga persamaan (8) menjadi
Ekspresi ini menunjukkan bahwa hasil kali titik merupakan kontraksi indeks yang menghasilkan besaran
skalar yang invarian terhadap rotasi sistem koordinat [7,10,11].

Dalam notasi indeks, perkalian silang dua vektor pada persamaan (7) dapat dituliskan sebagai
A) X ﬁ = Aiei X B]e] = AiBj(ei X e])
(10)

Perkalian silang dua vektor basis e; X e; dapat dinyatakan menggunakan tensor Levi-Civita ¢;, sehingga
3

e; X ej = Z gijkek

k=1

Tensor Levi-Civita yang bersifat antisimetri total terhadap pertukaran indeks. Nilai tensor ini adalah
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+1, (i,j, k) permutasi genap (&;x = €jx; = &kij = 1)
gijk =4—1, (i,j,k) permutasi ganjil (g;; = &xj; = g = —1)
0, adaindeks yang sama
Dengan demikian, persamaan (10) dapat ditulis menjadi

(/T X §)k = gijkdiAjey (11)
Hubungan penting antara simbol Levi-Civita dan delta Kronecker dinyatakan oleh identitas
Sik S Oim
Eijk€imn = 6ik 61'1 6im zajmakn_ajnakm
Sik S Oim

yang sering digunakan dalam penyederhanaan ekspresi aljabar vektor dan tensor. Pendekatan notasi indeks
memungkinkan manipulasi aljabar vektor yang lebih ringkas, sistematis, dan mudah digeneralisasi,
khususnya dalam fisika teoretis dan mekanika kontinu [4,6,7].

Dalam artikel ini, dilakukan perhitungan hasil perkalian tiga vektor yang meliputi perkalian titik,
perkalian silang, serta pembuktian identitas Jacobi dengan menggunakan notasi Einstein, delta Kronecker,
dan tensor Levi-Civita. Perhitungan dilakukan secara sistematis dalam notasi indeks. Pendekatan ini
diharapkan dapat memperjelas struktur aljabar dari operasi vektor serta menunjukkan keunggulan notasi
tensor dalam analisis vektor lanjut [5,6].

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan studi literatur yang berfokus pada pembuktian kesamaan hasil perkalian
vektor dengan metode penguraian komponen vektor dengan notasi indeks penerapan konvensi penjumlahan
Einstein, serta pemanfaatan sifat-sifat delta Kronecker dan simbol Levi-Civita. Setiap hasil perkalian
diverifikasi konsistensinya dengan definisi geometris operasi vektor yang umum digunakan.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini disajikan analisis perhitungan perkalian silang dan perkalian titik dari tiga vektor
berdimensi tiga yang dinyatakan dalam sistem koordinat Kartesian. Perhitungan diawali dengan pendekatan
komponen vektor, di mana setiap vektor diuraikan ke dalam basis satuan i, j, dan j untuk memperoleh hasil
secara eksplisit. Selanjutnya, perhitungan dilakukan kembali menggunakan notasi indeks dengan bantuan
delta kronecker dan simbol Levi-Civita, yang memberikan representasi matematis yang lebih ringkas dan
umum. Tahap akhir dari pembahasan ini adalah melakukan verifikasi kesetaraan hasil yang diperoleh dari
kedua metode tersebut, sehingga dapat ditegaskan bahwa pendekatan komponen dan notasi indeks
memberikan hasil yang konsisten serta saling ekuivalen secara matematis.
3.1. Hasil Perkalian Titik

Hasil perkalian titik yang melibatkan tiga buah vektor 4, B dan C dinyatakan dalam bentuk

(AxB)-C

Untuk memperoleh bentuk eksplisitnya, perkalian silang dilakukan dengan menyatakan masing-

masing vektor dalam komponen Kartesian, diperoleh

(AxB)-C = ((AyB, = A,B,)i + (A,B; — A.B,)] + (AxBy — AyB)K) - (Cul + Cyf + C,k)
= A,B,C, — A,B,C, + A,B,C, — A,B,C, + A,B,C, — A,B,C,
= A,B,C, + A,B,C, + A,B,C, — (A;B,C, + AyB,C, + A,B,C,)
(11)
Bentuk ini menunjukkan bahwa setiap komponen vektor berkontribusi secara simetris terhadap hasil
akhir, dengan tanda positif dan negatif yang ditentukan oleh orientasi vektor dalam ruang tiga dimensi.
Secara lebih ringkas, hasil perkalian skalar rangkap tersebut dapat dinyatakan menggunakan notasi
indeks dengan simbol Levi-Civita g;; dan delta kronecker §;; yaitu
(AxB)-C = (&AiB;jéy) - (C,6)) = (&;jxAiB;C,) (6 - &) = €3 A;B;C,6
Sehingga diperoleh
(A) X E) . 5 = gijkAl'BjCk
= €12341B,C3 + €134, B3C; + €5134;B1C3 + €3314,B3C1 + €31543B,C; + €3,43B,C4
= A,B,C; — A;B;C, + A,B;C; — A,B,C5 + A3B,C, — A3B,C;
= A,B,C; + A;B5C, + A3B;C, — (A;B3C, + A,B,C5 + A3B,C;)
(11.8)
Dengan cara yang sama (/T X 5‘) ‘B = &ijkAiCj By
&ijiAiCiBy = A1B3C, + Ay B C3 + A3B,Cy — (A;B,C5 + A,B;C, + A3B,C,) (11.b)
Sedangkan (C x A) - B = &, CiA;By
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&ijkCiAjBy = A1B,Cs + AyB3Cy + A3B1C, — (A1B5C, + AyB1C3 + A3B,Cy) (11.c)
Dari hasil (11) (11.a), (11.b) dan (11.c), diperoleh hubungan sebagai berikut
(AxB)-C=(CxA)-B=—-(AdxC)-B
Hubungan ini menunjukkan bahwa hasil perkalian skalar rangkap bersifat siklik, tetapi mengalami perubahan
tanda apabila dua vektor dipertukarkan.

3.2. Hasil Perkalian Silang
Selanjutnya dibahas hasil perkalian silang lanjutan yang melibatkan tiga vektor, yaitu

(AxB) x C = ((A,B, = A;B,)1 + (4,8, — AyB,)] + (AB, — AyB,)k) x (Col + Cyf + C,k)
= (4,B.C, — A;B,C, — A,B,C, + A,B,C,)i
+ (A,B,C, — A,B,C, — AyB,C, + A,B,C,)j
+ (A,B,C, — A,B,C, — A,B,C, + A,B,C, )k
= A,B,C,t — A,B,C,t — AB,C,i + A,B,Cyt + A,B,C,j — AyB,C,j — A,B,.Cyf
+ A,B,C,j + A,B,C)k — A,B,C .k — A,B,C )k + A,B,Cck
=[(4,C, + A,C,)B,i + (A,Cy + A,C)Byi + (AC, + A, C))B,k|
— [(ByCy + B,C,)Ai + (B, Cy + B,C,)Ay L + (B,Cy + B, C,)A k|

(12)
Dengan notasi indeks
(AxB) X C =Y e (Ax B)iCjék = Diji €ijk Qim Emi AiBm)Ciéy =
ijlm(Zi Eijk fzmi) AleCjék = Z]klm(ZL Eijk Eum) ABp G ék = Z}klm(6jl6km -
Sjmakl) AleC}ék:ijlm(djlakm 6jm5kl) A B C ek Z}klm( lakmAleC}ék - 6jm6klAleCjék)
Jika indeks j diganti I dan k diganti m pada suku pertama, serta j diganti m dan k diganti 1 pada suku
kedua, maka
(j X _B)) X 5 = 5”5mmAleClém - 6mmallAleCmél
= (Z_,l A_gC_l-)) (Zm_)quém_)) - (Zm BmCm)(ZlAlél)
=(A-C)B—(B-C)A
(12.8)
diperoleh hasil yang identik antara persamaan (12) dengan (12.a)

Dengan cara yang sama, diperoleh pula
(§ X 5) X 14) = SllammBlCmAlém - 6mm5UBlAmCmél

= (Z BlAl> (Z Cmém> - (Z CmAm> (Z Bzez> =(B-A)C~(C-A)B

(E X /T) X § = 5116mmClAmBlém - 6mm611CleAmél

- (Z ClBl> (Z Amém> - (Z AmBm> (Z Clel> (¢-B)A-(4-B)¢

(12.c)
Dengan menjumlahkan ketiga hasil tersebut (12.a), (12.b), dan (12.c), diperoleh
(AxB)xC+(BxC)xA+(CxA)xEB
=(A-C)B—(B-C)d+(B-A)C - (C-A)B+(¢-B)A-(A-B)é=0
(13)

Hasil ini dikenal sebagai Identitas Jacobi, yang merupakan sifat fundamental dalam aljabar vektor.
Identitas ini menunjukkan konsistensi struktur operasi perkalian silang serta memiliki peranan penting dalam
berbagai bidang fisika teoretis, seperti mekanika klasik dan elektromagnetika.

4.  KESIMPULAN
Hasil perkalian titik tiga vektor dalam ruang tiga dimensi dinyatakan oleh persamaan (11) dan
(11.a), sedangkan hasil perkalian silangnya dinyatakan dalam persamaan (12) dan (12.a). Dari persamaan-
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persamaan tersebut didapat bahwa hasil perkalian dengan kedua metode diperoleh hasil yang sama. Hanya
saja, terknik perkalian vektor menggunakan notasi indeks, delta Kronecker dan simbol Levi-Civita lebih
ringkas. Harapanya pendekatan ini tidak hanya memperkaya pemahaman matematis terhadap operasi vektor,
tetapi juga relevan untuk diterapkan dalam pembelajaran.
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